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Resumo. Neste trabalho aplicamos o método dos conjuntos de nivel com implementac¢do semi-Lagrangeana, chamado por método
semi-Lagrangeano das curvas de nivel (SLCN), em um estudo que trata do escoamento de dois fluidos imisciveis no interior de
um meio poroso isotrépico, apresentando um tipico problema de instabilidade viscosa conhecido por instabilidade de Saffman-
Taylor. Este estudo envolve a introdugdo de perturbagoes trigonométricas de baixa amplitude a interface entre os fluidos, uma
andlise de estabilidade linear e a sua evolu¢do ndo-linear. Por fim, as variagoes de amplitude das perturbagoes trigonométricas
introduzidas, considerando diferentes niimeros de onda, sdo analisadas nas abordagens linear e ndo-linear.
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1. Introducao

Escoamentos em meios porosos que apresentam instabilidade de origem tipicamente viscosa, instabilidade de Saffman-
Taylor (Saffman e Taylor, 1958), podem ser observados em diversas aplicacdes como, por exemplo, na recuperacdo de
petréleo em reservatdrios subterrdneos. Neste caso cldssico, uma das etapas da extra¢do do 6leo residente consiste na in-
jecdo de 4gua no interior do reservatdrio de petrdleo (Carasso e Pasa, 1998, Pasa, 2002, Pasa e Titaud, 2005). A interface
de separacdo entre estes fluidos, dgua/6leo, evolui de forma instavel gerando dedos viscosos que crescem com o tempo.

O mesmo comportamento se observa quando se utiliza 4gua doce para empurrar dgua salgada em camadas porosas em
aplicacdes em hidrologia (Aldushin e Matkowsky, 1998). Essencialmente, a instabilidade viscosa ocorre quando o fluido
mais viscoso € deslocado pelo fluido menos viscoso.

Neste trabalho aplicamos o método semi-Lagrangeano das curvas de nivel (SLCN) no acompanhamento de interfaces
moveis entre dois fluidos imisciveis no interior de meios porosos consolidados exibindo instabilidades do tipo Saffman-
Taylor. O método SLCN ¢é o método dos conjuntos de nivel (Osher e Sethian, 1988) introduzido por Osher e Sethian a
fim de descrever a evolugdo de curvas, intergrado no tempo por intermédio de uma aboradagem semi-Lagrangeana. Essa
combinagdo de métodos foi inicialmente introduzida por Strain (Strain, 1999) e, posteriormente, por Min (Min, 2004),
aplicado & simulacio de ondas em um espago bidimensional e pelos autores (Gongalves et al., 2006), aplicado ao estudo
de interfaces entre fluidos imisciveis no interior de meios porosos.

O campo de velocidades associado ao escoamento no meio poroso é aqui determinado através de um método itera-
tivo paralelizavel introduzido por Douglas (Douglas Jr. et al., 1993) no contexto dos elementos finitos mistos que foi
generalizado por Gongalves e Moura Neto (Gongalves e Moura Neto, 2005) utilizando a linguagem de grafos.

Este estudo envolve uma andlise de estabilidade linear da evolugdo do fronte de separag@o entre os dois fluidos, a
introducdo de perturbacdes trigonométrica de baixa amplitude e a sua evolucdo ndo-linear. O comportamento destas
perturbagdes para diferentes nimeros de onda, inclusive para perturbagdes aleatdrias, € investigado.

2. Método dos conjuntos de nivel

O método dos conjuntos de nivel baseia-se em uma representacéio suave da interface através de uma funcao escalar ¢,
a fun¢do curva de nivel, e na equagdo de evolucdo que preserva sua representacao.
Seja I'; a interface no tempo ¢, uma simples curva ou um conjunto de curvas. Para cada tempo fixo ¢, a interface é

Iy = {x € R*| ¢(x,t) =0} . (1)
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A equagdo de evolugdo para ¢ tem que ser compativel com a Eq. (1). Assim, assuma que x = x(¢) é um ponto da
interface, x(t) € I';. Além disso assuma que a interface evolui de acordo com o campo de velocidades u,

x =u(x,t), 2
onde x representa a derivada de x em relacdio ao tempo t. Desta forma, a equacdo de evolucio de ¢, é dada por
o +u-Vo=0. 3)

Completando a descri¢ao do método dos conjuntos de nivel, em um nivel analitico, é necessdrio especificar condi¢des
iniciais para ¢, compativeis com a Eq. (1). Ou seja, é necessrio definir ¢(-, 0) de maneira que I'y = {x € IR? | ¢(x,0) =
0}. Para isso, basta considerar ¢o(x) = ¢(x,0) a fungio distincia a interface com sinal: se x estiver dentro da regido
delimitada pela interface, ¢(x,0) é negativa; se x estiver fora desta regido entdo ¢(x,0) é positiva; caso x pertenca a
interface entdo ¢(x,0) é nula. Veja a Fig. 1.

Ressaltamos que, para t > 0, ¢(x, t) ndo é necessariamente igual a distincia a T';. Se a fungdo curva de nivel satisfizer
a equagdo de evolugdo (3) entdo a interface satisfaz a Eq. (1) e, assim, determinando os zeros de ¢(-,t) para um tempo
fixo t, determinamos a interface I';.

:_" Ig: g(x%y)=0

Figura 1: A fungdo curva de nivel inicial, ¢ (x), como sendo a fun¢@o disténcia a interface I’y com sinal.

3. Esquema semi-Lagrangeano

O esquema semi-Lagrangeano é usado para resolver a Eq. (3) e basea-se no método das caracteristicas.
Assuma conhecido o campo de velocidades. As curvas caracteristicas da equagdo de evolucdo da funcdo curva de
nivel,

¢ ¢ o6

0<z,y<L,t>0,sdo solucdes do sistema de equagdes diferenciais ordindrias

51 = U(Sl(t)752(t))
_ t>1t, o)
SQ = (Sl(t)7 Sg(t))

(S1(t7), 52(t%)) = (%, %) ,

onde (z*,y*) é um ponto arbitrdrio e t* é um tempo, também, arbitrario.
A solugdo (S1(t), Sa2(t)) é a trajetéria de (z*, y*) e ¢ (S1(t), S2(t), t) é constante ao longo do tempo,

¢ (S1(t), S2(1), 1) = ¢ (z*,y",17) , (6)
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parat > t*. De fato, a derivada com respeito ao tempo da func¢do curva de nivel no lado esquerdo da Eq. (6) € nula, de
acordo com a Eq. (4) e a Eq. (5).

A Equacio (6) é a base do método para avancar ¢ ao longo do tempo. Assuma que ¢ é conhecida no tempo kAt, ¢*,
e que desejamos determinar ¢**1. Dado qualquer ponto (z,y) € [0, L] x [0, L], resolvemos a Eq. (5) retrocedendo no
tempo a fim de determinar (z*, y*, t*) conhecendo previamente o ponto final

(S1((k + 1AL), Sa((k + 1)AY)) = (2,y),
assumindo que t* = kAt. Da Equacdo (6), obtemos
P (,y) = @@y, (k + 1)AL) = o(z™, y", kAL) = ¢* (2, y") . @)

Este é o esquema semi-Lagrangeano para a Eq. (4).
Dado (x;,y;) e At, um procedimento iterativo é usado para determinar (z*, y*), de acordo com a Eq. (5),

_ zitx) Yty
Tryr = Ti — Atu (T ]T>

)
TitT, Yi+ur
y:—i-l:yjiAtv( 2 12 )
onde r € o contador de iteracdes, r = 0,1,2, ..., e nds o repetimos até obtermos a convergéncia. O valor da inicializagao
pode ser (z§,y5) = (@i, ;).
Os valores de u and v sdo conhecidos somente nos pontos da grade (ih, jh), 4,5 =0,1,..., N, que correspondem as

arestas das células quadradas. N6s calculamos (u, v) em outros pontos através de uma aproximagio quase-linear. Como
precisamos calcular (u, v) em (z¢,y%) nés o localizamos dentro do quadrado de vértices (x4, ;). (Zit1,Y;)s (TisYj11)s
(®it+1,Yj+1), e consideramos

£ i SC5 — Xy m§ — Ty
’UJ(SCE,yE) ~ (1 — Y h Y ) |:(1 — h > Ui,j —|— T u,j+17j:|

£~ 7 .’1?5 — X 1’5 — I
+¥ W Y [(1 — )ui,jJrl e u¢+1,j+1] .

Veja a Fig. 2. Uma aproximagio analoga para v(z¢, 3¢) é considerada. E suficiente, substituir « por v na Eq. (9).

€))

(X Vi) (X Vi)
()
(xi ’yé) -------- -?' --------------------------- (xiﬂryé)
(x5 (X))

Figura 2: Interpolacdo do campo de velocidades (u,v). O valor de (u,v) em (z;,%;) € (iy1,y;) sdo usados para a
interpolagdo linear em (2%, ;). Analogamente, obtemos os valores em (z%,;1), usando os valores em (z;,y;4+1) €
(i41,y;+1). Finalmente, estes valores sdo linearmente interpolados em y.

A fim de melhorar a aproximacao de ¢, o valor usado no lado direito da Eq. (7) é calculado através de um aproximacao
quase-cubica que € determinada da seguinte maneira. Fazemos uma interpolagdo linear de ¢ em = quando y = y;_1, uma
interpolagdo cibica de ¢ em = quando y = y;, uma interpolagdo ctibica de ¢ em x quando y = ¥;41 e uma interpolacdo
linear em x quando y = ¥;o. Para finalizar, fazemos uma interpolagdo em y com estes quatro pontos interpolados.



Proceedings of the ENCIT 2006, ABCM, Curitiba — PR, Brazil — Paper CIT06-1029

4. Formulacao do problema de Saffman-Taylor

Considere um meio poroso consolidado, inicialmente saturado por dois fluidos imisciveis, F} and F5, no qual a
interface entre eles é conhecida. Suponha que o fluido deslocado F5 move-se dentro do meio poroso devido a acdo do
fluido deslocante F3j. Tal situacao € ilustrada, por exemplo, na Fig. 3 onde o deslocamento € horizontal da esquerda para
a direita.

B S
B

Figura 3: Meio poroso saturado por dois fluidos imisciveis, F} e F», que movem-se horizontalmente com velocidade v.

Seja Q1 e €25 as subregides do meio poroso saturado, respectivamente, pelos fluidos F; e F5. Para completar, denota-
mos por I a interface entre eles, representando-a, desta vez, como um gréfico de fungdes,

L't ={(v(y,21),y,2)|(y,2) € R*} and t > 0. (10)

Assim, a camada porosa, {2, saturada pelos dois fluidos, satisfaz a decomposi¢ao 2 = 2, U Qo UT.
Desprezando os efeitos gravitacionais e a pressdo capilar, introduzimos o modelo matemético para o problema de
Saffman-Taylor dado pelo seguinte sistema de equacio adimensionais: para x € €1y,

u; = —€1Vpy (11)
e

V.u; =0; (12)
para x € (o,

up; = —€162Vpo (13)
e

V.up =0; (14)
com condi¢des de interface

(up —ug)|p-n=0 (15)
e

(pr —p2)lr =03 (16)
e condicdes de fronteira

u, —e; when = — —0 (17
e

u, —e; when = — +00. (18)

Aqui, u, e p, (k = 1,2) slo, respectivamente, a velocidade de Darcy e a pressdo do fluido F},. Estas varidveis sdao
quantidades adimensionais, assim como, os parametros ¢; = K/L?, onde L é um comprimento caracteristico tipico do
meio poroso, K ¢é o tensor de permeabilidades e €5 = 1 /2, a razdo viscosa entre os fluidos F3 e Fb.

As Equagdes (11) e (13) representam as equacdes de momento nas regides €21 e {29, respectivamente. Além disso, a
Eq. (12) e a Eq. (14) s@o balangos de massa em cada regido, para dois fluidos incompressiveis.
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5. Condicao de instabilidade

Uma andlise de estabilidade linear é realizada no problema de Saffman-Taylor a fim de obter um a condi¢do de
instabilidade. Esta andlise inicia-se com a selecdo de uma solu¢do de onda plana do problema e que corresponde ao
estado base da andlise de estabilidade. Neste estdgio, o primeiro componente da interface é dado por

v(t) = ot

para uma constante yg.
Uma familia de peturbagdes trigonométricas, parametrizadas por € € IR,

T(t) = {(+(y, 2,1),9,2) | (y, 2) € IR?} fort >0,

sao introduzidas na interface.
Finalmente, procuramos por solugdes da forma

,7/(% 2, t) — ol(€2y+E32) o — 01 , (19)

pll (x,t) = alei(izy-i-&sz)ea(m—uoot)e—ﬁt

pl2 (X’ t) = a2€i(52y+€3z)e_0‘(ﬂﬂ—umt)e_ﬁt >

no sistema de equagdes para as perturbagdes, que resulta na seguinte expressao para (3

H1 — M2
— 20
’ a(uﬁ-m) 20

Assim, quando (3 assume valores estritamente negativos, significa que a perturbag@o inicialmente aplicada a interface
cresce exponencialmente com o tempo, veja a Eq. (19). Isto caracteriza uma evolucdo instdvel da interface entre os
dois fluidos. Por outro lado, o deslocamento do fronte € dito estidvel quando 3 assume valores positivos, uma vez que a
perturbacdo introduzida inicialmente na interface desaparece com o passar do tempo.

Note que « € considerada estritamente positiva, assim como as viscosidades. Portanto, a evoluc¢do do fronte € instavel
quando p; < o, ou ez < 1, como se pode ver na Eq. (20). Portanto, quando o fluido deslocante € menos viscoso do que
o fluido deslocado, a interface entre eles evolui de forma instavel.

6. Simulacoes

Agora, mostramos os resultados das simulacdes da instabilidade de Saffman-Taylor, usando o método SLCN. Nestas
simula¢des o campo de velocidades foi determinado por um método iterativo baseado em grafos (Gongalves e Moura
Neto, 2005) indicado para a resolucao de uma classe de problemas que podem ser reduzidos a forma linear das equacdes
fundamentais de equilibrio (Strang, 1988).

Os resultados que sdo apresentados correspondem a razio viscosa igual a 0.5. A permeabilidade usada é 10~ m?.
O experimento consiste de uma injecao constante na direcdo normal a face esquerda da camada porosa com intensidade
igual a 10~7 m/s, e recuperacdo na face direita com a mesma dirego e intensidade. Ressaltamos que a escala de tempo
considerada é equivalente a um tempo da ordem de 107 s.

A seqiiéncia de figuras, da Fig. 4 & Fig. 7, mostra os resultados obtidos nas simula¢des da interface plana modificada
pelas perturbagdes trigonométricas de baixa amplitude, com nimeros de onda impares variando de 1 a 7, centradas em
relag@o ao eixo y. Isto é, as perturbagdes iniciais sdo da forma

74 (y,0) = v0(y) + ecos(2mAy)

onde ), o niimero de onda, assume os valores A = 1, 3,5, 7, e vo(y), a interface ndo perturbada é dada por vo(y) = 1/4
e € = 1/64. Estas figuras exibem a evolugdo instdvel do fronte e correspondem ao problema de injecdo com razdo de
viscosidade €5 = 0.5.

A Figura 8 compara a variagdo de amplitude das perturbag¢des trigonométricas para os primeiros cinco nimeros de
onda do problema instdvel, baseado na andlise de estabilidade linear e na evolu¢do ndo-linear determinada pelo ferramental
numérico proposto, usando uma grade de 65 x 129 nds. Aqui, a variacdo de amplitude € a diferenga entre o valor madximo
e o valor minimo da fun¢do v, em um tempo fixo. Todos os resultados mostrados nesta figura correspondem a solugao
do tempo inicial ao tempo adimensional 0.25. De acordo com as perturbagdes incialmente introduzidas na interface,
a variagdo de amplitude, na abordagem linear, ¢ igual a 2e exp(2mAt/3). Note que a variagdo de amplitude cresce,
claramente, tanto na abordagem linear quanto na ndo-linear, especialmente para nimeros de onda maiores do que 4.
Excepcionalmente, para A = 1, onde o caso linear apresenta uma taxa de crescimento da variacdo de amplitude muito
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Figura 4: O perfil da evolugdo da interface sujeita a uma perturbagdo trigonométrica inicial de comprimento de onda 1,
associado ao problema de inje¢do com razio viscosa €3 = 0.5.

>0.5

>0.5

Figura 5: O perfil da evolucdo da interface sujeita a uma perturbagdo trigonométrica inicial de comprimento de onda 1/3,
associado ao problema de inje¢do com razdo viscosa €3 = 0.5.
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Figura 6: O perfil da evolucdo da interface sujeita a uma perturbacdo trigonométrica inicial de comprimento de onda 1/5,
associado ao problema de inje¢do com razio viscosa €3 = 0.5.
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Figura 7: O perfil da evolucdo da interface sujeita a uma perturbagdo trigonométrica inicial de comprimento de onda 1/7,
associado ao problema de inje¢do com razdo viscosa €3 = 0.5.
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Figura 8: Gréfico da varia¢do de amplitude.

maior. Note também que quanto maior € a freqiiéncia da perturbacdo introduzida, maior € a variacdo de sua amplitude,
com o passar do tempo.

Concluimos que o método SLCN € uma ferramenta numérica que pode ser aplicada ao estudo do problema de Saffman-
Taylor e é capaz de capturar as instabilidades da interface, como previsto pela andlise de estabilidade linear, mostrando
padrdes geométricos complexos.

As discrepancias entre as abordagens linear e nao-linear no que se refere a variagdo de amplitude, como ilustrado na
Fig. 8, sdo atribuidas aos efeitos ndo-lineares da evolugdo da interface.
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Abstract. In this work we apply the level set method with a semi-Lagrangian implementation, called by semi-Lagrangian level set
method (SLLSM), in a study that deals with flows inside an isotropic porous medium, presenting a typical viscous instability problem
known as Saffman-Taylor instability. This study involves the introduction of trigonometric perturbations with low amplitudes to the
interface between the fluids, a linear stability analysis and its non linear evolution. At last, the amplitude variations of the applied
trigonometric perturbations, considering different wave numbers, are analised in the linear and non linear approaches. .
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